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■  Stereologi handler om me-
toder til at beskrive tre-dimen-
sionale mikroskopiske struktu-
rer som f.eks. celler i biologisk
væv. Metoderne er baseret på
avanceret matematik og stati-

af metoderne, så  de fører til
praktisk gennemførlige målin-
ger i mikroskopet, og anvendel-
ser af de stereologiske metoder.

Personnumre og
cellepopulationer
Vi er alle bekendt med politiske
opinionsundersøgelser, telefon-
interviews og andre stikprøve-
undersøgelser. Det centrale ved
undersøgelsen er udvælgelsen af
en repræsentativ stikprøve af
populationen, lad os sige den
danske befolkning.  Det, der
gør situationen forholdsvis sim-
pel, er, at hver person har et
nummer i et register.

Man benytter sig af veletable-
rede teknikker til  udvælgelse af
numre i registret, eksempelvis
simpelt tilfældigt udvalg, klyn-
geudvalg og systematisk udvalg.
Figur 1 illustrerer systematisk
udvalg, som kan anvendes ved
telefoninterviews. Hver fjerde
abonnent udvælges i eksemplet.
Man starter med at vælge et til-
fældigt tal mellem 1 og 4 og

derefter vælges hver fjerde.
Anderledes forholder det sig,

hvis man vil have noget at vide
om  cellepopulationer. Det kan
for eksempel dreje sig om  be-
stemmelse af antallet af en be-
stemt type neuroner i hjernen.
Der er oftest milliarder af celler
af en given type, så tælling af
dem allesammen er normalt
ikke inden for rækkevidde.
Hvordan tager man så en re-
præsentativ stikprøve, cellerne
er jo ikke udstyret med et num-
mer fra naturens hånd.

Som stikprøve har det tidli-
gere været  forsøgt at anvende
de celler, som ses i et vævsnit
gennem cellepopulationen, som
skitseret på figur 2. Dette er
imidlertid problematisk, fordi
store celler har en større sand-
synlighed for at blive udvalgt.
Det antal, vi ser i et snit, af-
hænger således ikke kun af det
antal, der faktisk findes i popu-
lationen, men også af cellernes
størrelse. Alle snit giver dermed
et fordrejet billede af den 3-di-
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Stereologi
    - matematik, statistik og hjerneforskning
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foregår dette typisk ved hjælp af
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mikroskopiske snit. Men, hvad kan et

sådant snit sige om det rumlige væv?

En hel del, hvis man bruger de rette

statistiske metoder. Faget kaldes

stereologi.

stik.  Stereologien har  derfor
mange facetter: matematisk
grundforskning inden for inte-
gral geometri og geometrisk mål-
teori, matematisk og statistisk
udviklingsarbejde, tillempning

Af Eva B. Vedel Jensen

Figur 3.
Dalton brødrene.
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Figur1. Illustration af systematisk udvalg.

Figur 2. Stereologien anvender observationer på mikroskopiske snit.
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mensionale virkelighed!
I figur 3 er cellerne skiftet ud

med Dalton brødrene. Lad os
sige, at vi gerne vil bestemme
hvor mange brødre, der findes,
udfra hvad vi kan se på et snit
(de vandrette linier i figur 3).
Hvis vi ser bort fra hattene, vil
vi på snittene se 0, 1, 2, 3, 4 og 4
brødre. Hvis vi derimod  gør alle
brødrene lige så korte som den
korteste bror (Joe), vil vi se 0, 0,
0, 0, 4 og 4 brødre. Dvs. antallet
vi ser på  et snit afhænger ikke
kun af, hvor mange der faktisk er,
men også af, hvor store de er.

Tælling i 3D
Løsningen på dette problem er
at se på ændringer fra et snit til
det næste i stedet for at nøjes
med at se på  et enkelt snit ad
gangen. Man tæller antallet af
celler, der rammes af et snit (det
såkaldte reference plan), men
ikke af det næste (look-up pla-
nen), se figur 4. I en serie af pa-
rallelle snit tælles en celle i det
første snit, hvor cellen ses. Ek-
sempelvis, hvis snittene i figur 3
ordnes oppe fra og ned, vil Joe
blive talt i præcis et snit – det
næstsidste. Disse overvejelser,
der efterhånden er 15 år gamle,
har banet vej for 3-dimensio-
nale tælleteknikker i mikrosko-
per, som bygger på  optisk
snitning, og som er simplere
end tidligere teknikker, der
bygger på fysisk snitning.

I figur 5 er vist, hvordan tæl-
ling kan foregå. Figuren viser
en model af mikroskop-
opstillingen. Nedenfor til ven-

stre er vævsblokken vist forstør-
ret, den indeholder kun en en-
kelt celle for at gøre det sim-
pelt. På computerskærmen vises
det aktuelle fokalplan. Ved at
bevæge fokalplanet op og ned
ændres billedet på computer-
skærmen, og vi genererer i vir-
keligheden et helt kontinuum
af snit. Vi rejser faktisk igen-
nem vævet. Tælling af celler
foregår ved at anvende en  tælle-
ramme og starte i en eller anden
dybde. Man tæller de celler, der
derefter dukker op inden for
tællerammen, når man foku-
serer ned gennem vævet; celler,
der skærer to fuldt optrukne li-
nier i tællerammen, tælles dog
ikke med. Denne måde at tælle
på bygger på den såkaldte leksiko-
grafiske ordning i rummet.

Metoderne kan også anven-
des til at tælle cellekerner,
synapser og mange andre stør-
relser fra mikroskopiens verden.
Man har brugt tællemetoderne
til at studere ændringer i hjer-
nen i forbindelse med  en
række vigtige hjernelidelser så
som Alzheimers og Parkinsons
syge, for blot at nævne nogle
eksempler.

I tabellen nedenfor er vist et
andet eksempel på  resultater,
der kan opnås ved denne tælle-
teknik. Det drejer sig om en
undersøgelse, som er offentlig-
gjort i 1993 i tidsskriftet The
Lancet af Grete Badsberg Jensen
og Bente Pakkenberg fra Neu-
rologisk Forskningslabora-
torium, København. Titlen på
deres artikel er: Do alcoholics
drink their neurons away? eller
på dansk: Drikker alkoholikere
deres neuroner væk?

Det skønnede antal neuroner
i milliarder kan ses i tabellen i
forskellige områder af hjerne-
barken hos alkoholikere sam-
menlignet med en kontrol-
gruppe. Antallet i parentes an-
giver den relative usikkerhed på
tallene. Totalt skønnes kontrol-
lerne  at have 23,2 milliarder i
hjernebarken, mens alkoholi-
kerne har 23,4 milliarder. Taget
usikkerheden i betragtning (vi
har jo ikke talt dem allesam-
men), kan man således ikke på-
vise, at kroniske alkoholikere
har færre neuroner end andre.
Senere undersøgelser har vist, ➞
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Figur 4. En disector består af et
reference plan (gråt) og et look-up
plan (rødbrun).

Figur 5. Illustration af optisk snitning af en celle. En linie gennem et
reference punkt i cellen er også vist.

Region Kontrol Alkoholikere P

Frontal 8,22 (0,18) 8,05 (0,23) 0,82
Temporal 5,34 (0,075) 4,93 (0,23) 0,27
Parietal 5,25 (0,22) 5,64 (0,095) 0,33
Occipital 4,42 (0,19) 4,83 (0,18) 0,28

Total neocortex 23,2 (0,12) 23,4 (0,12) 0,86

Middel antal neuroner (milliarder) i fire regioner af
neocortex

Figur 6. Et scanning-elektron-mikroskopisk-billede af en ryghvirvel fra
en ung person (A) og en gammel person (B)
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altså π gange den observerede middelværdi af radius i anden.
Tilsvarende kan man skønne over volumen af en celle ved at udnytte, at volu-
men kan beregnes som,

3
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hvor      er den gennemsnitlige radius i tredje, når man kigger ud i en tilfældig
retning i rummet. Hvor mange retninger, der skal til for at få et præcist skøn,
afhænger af cellens form.

Vi har alle lært i skolen, at arealet af en cirkel er

 a = πr2

hvor  r  er cirklens radius. I en vis forstand, nemlig statistisk, gælder det-
te resultat for mere generelle figurer i planen, for eksempel konvekse figu-
rer. Lad os se på hvordan det kan gå til. Simple geometriske overvejelser
giver at arealet af det skraverede område af den konvekse figur nedenfor
kan beregnes som  drad 2

2
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hvor “radius” (afstanden)  r  og vinkelrummet dθ  er vist  på figuren. Area-
let af hele figuren kan nu fås ved at integrere bidragene, og vi får
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Ved andet lighedstegn har vi ganget og divideret med π, så integralet kan
fortolkes som      , den gennemsnitlige radius i anden,  når vi ser ud i en
tilfældig retning. Man kan endda sige, at formlen gælder for ikke-kon-
vekse figurer som vist, men da skal man selvfølgelig være omhyggelig
med at specificere, hvad man forstår ved radius. Dette resultat kan benyt-
tes til at at skønne over arealet ud fra en serie målinger af radier r

1
, ..., r

n

udvalgt i n tilfældige retninger.

at antallet af støtteceller er noget
nedsat, men de kan gendannes.

En videreudvikling af tælle-
teknikkerne har ført til en
stereologisk metode til bestem-
melse af Euler tal. Dette kan
bruges til at bestemme alders-
forandringer af knoglevæv, som
illustreret i figur 6. På figuren
er vist scanning elektron mikro-
skopiske billeder af knoglevæv
fra en ryghvirvel fra en ung per-
son (A) og en ældre person (B).
Billederne viser tydeligt alders-
forandringerne af knoglevæv.
Det er åbenbart, at der er sket
en udtynding af de vandrette
forbindelseslinier ved aldring,
pilene viser steder, hvor forbin-
delseslinierne er helt afbrudt.
Euler tal beskriver antal for-
bindelseslinier i et netværk.

Cellestørrelser
Det er også af interesse at finde
størrelsen af cellerne. Tidligere
teknikker har været baseret på
antagelser om cellernes form,
men alternative teknikker er
blevet udviklet, som ikke af-
hænger af specifikke form-
antagelser. En klasse af sådanne
teknikker er de såkaldte lokale
metoder, som anvender infor-
mation i et centralt snit gen-
nem cellen, f.eks. gennem ker-
nen eller en identificerbar del-
mængde af kernen, se figur 7.
Boksen nederst giver et simpelt

2r

eksempel på en lokal metode til
at skønne over arealet af en
plan figur.

Vi har ovenfor understreget
vigtigheden af at udvælge celler,
så hver celle har den samme
sandsynlighed for at blive ud-
valgt. Men i nogle situationer
ønsker man at få fat i en speciel
gruppe af celler, f.eks. de unor-

malt store, hvis man er igang
med at  undersøge, om der er
cancer i en vævsprøve. Her kan
det være en god ide at udvælge
celler ved hjælp af et punkt-
gitter, idet denne metode til
udvælgelse vil favorisere de
store celler, se figur 8. Disse
teknikker kan anvendes ved
vurderingen af “ondartetheden”

(maligniteten) af for eksempel
brystcancer.

En rig samling af lokale
stereologiske metoder er blevet
udviklet til at skønne over celle-
størrelser. For tiden er der 14
metoder af denne type, som
bruges i forskningslaboratorier
og hospitalslaboratorier, her i
Danmark og i udlandet. Mere
komplicerede typer  af parame-
tre kan også studeres. For ek-
sempel er det muligt med lo-
kale teknikker at studere inter-
aktionen mellem cellepopula-
tioner. Sådanne teknikker har
været anvendt i hjerneforskning
til at kvantificere fænomenet
satellitosis, hvor støtteceller lig-
ger samlet i en sky omkring
neuroner.

Matematisk
udviklingsarbejde
Bag de praktiske metoder til at
bestemme cellestørrelser ved lo-
kale stereologiske teknikker lig-

Figur 8. Cellen til venstre udvælges
ved hjælp af punktgitteret (røde krydser).

Figur 7. Illustration af lokal snitning af celler.
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ger et matematisk og statistisk
forskningsarbejde. Det, der
konkret skal bestemmes, er så-
kaldte “hitting probabilities”;
eksempelvis skal man beregne,
hvad  sandsynligheden er for, at
en tilfældig linie i rummet ram-
mer et givet volumen element.
Derefter er der standard teknik-
ker inden for stikprøveteorien
til at udlede skøn over celle-
størrelsen.

For at kunne udlede lokale
stereologiske skøn over længde
og  overfladeareal viste det sig
sidst i 1980’erne, at de eksiste-
rende integralgeometriske
formler ikke var tilstrækkelige.
Det var nødvendigt at generali-
sere en gammel formel fra
1930’erne, som normalt tilskri-
ves den tyske matematiker
Blaschke og russeren Petkant-
schin. Det  lykkedes omkring
1990, efter et par års forsk-
ningsarbejde, at udlede den
nødvendige formel i samarbejde
med matematikeren Kiên Kiêu
fra Paris. Formlen kaldes den
generelle Blaschke-Petkantschin
formel. Det første bevis for
denne formel var ret uigennem-
skueligt og langt; det byggede på
kompliceret geometrisk målteori.
Senere er det lykkedes at udlede
et simplere induktionsbevis.

Stereologiens rødder
Stereologiens begyndelse går til-
bage til 1700-tallet, nærmere til
en fransk greve, Georges-Louis
Leclerc Buffon. Buffon er ikke
gået over i historien som mate-
matiker eller statistiker, for
hans hovedindsats var som na-
turhistoriker. Her var han vel
den dominerende person i sid-
ste halvdel af 1700-tallet. Men i
1733 skrev han en afhandling,
som kan siges at være startskud-
det til stereologien. Forenklet
kan man sige, at  Buffon arbej-
dede med problemet om, hvad
der sker, når man kaster en nål
op i luften, og lader den falde
ned på et bræddegulv. Hvor
ofte falder  den sådan, at den
kommer til at krydse en revne
mellem to gulvbrædder? Det
kommer naturligvis an på, hvor
lang nålen er, og på hvor brede
gulvbrædderne er. Buffon fandt
frem til sandsynligheden for, at
en nål krydser en revne. Meto-

den kan i princippet bruges til
at måle, hvor lang nålen er, hvis
man ved, hvor brede gulvbræd-
derne er, eller hvor brede  gulv-
brædderne er, hvis man ved
hvor lang nålen er. En  videre-
udvikling af Buffon’s resultat
har ført til en stereologisk me-
tode til bestemmelse af længden
af rumlige kurver.

Interdisciplinær videnskab
Anvendelsesmulighederne for
stereologien er ikke begrænset
til biologien eller lægeviden-
skaberne. Stereologi anvendes
eksempelvis også inden for
geologi, landbrugsvidenskab
og materialeteknologi. Ikke
sjældent er væsentlige stereo-
logiske teknikker opfundet
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uafhængigt af hinanden i for-
skellige discipliner. For at
koncentrere indsatsen blev i
1962 International Society for
Stereology dannet.

Nye udfordringer
Man forsøger til stadighed at
besvare nye spørgsmål i stereo-
logien. Nye, mere komplicerede
parametre, studeres såsom gra-
dienter i cellepopulationer og
cellernes formændringer. Det
sidste kan være interessant i for-
bindelse med cancerdiagnostik.
Desuden åbner den konfokale
mikroskopi nye muligheder for
observation. Der arbejdes også
på at kombinere semiautoma-
tiske metoder med automatisk
billedanalyse.

Gruppen af stereologer er centreret omkring forskningsprofessor Eva
B. Vedel Jensen, Institut for Matematiske Fag, Aarhus Universitet,
professor Hans Jørgen G. Gundersen, Stereologisk Forskningslabora-
torium, Aarhus Universitet, og laboratorieleder Bente Pakkenberg,
Neurologisk Forskningslaboratorium, Københavns Universitet.

Gruppen er interdisciplinær og omfatter: matematikere, statisti-
kere, neurologer og cancerlæger. De udviklede stereologiske meto-
der bliver kendt blandt brugere via kurser verden over. Der samarbej-
des med Olympus Danmark, specielt udviklingschef Morten Bech,
om implementationen af metoderne i mikroskoperne.

De tællemetoder, der er udviklet af gruppen, opfattes i videnska-
belige kredse som meget væsentlige. Således stiller en række føre-
nde lægevidenskabelige tidsskrifter (f.eks. Jour. of Comparative
Neurology, Neurobiology of Aging, Jour. of the American Society of
Nephrology) som krav, at netop disse tællemetoder bliver anvendt i
artikler, som vedrører tællinger. En del af udviklingsarbejdet er i de
senere år foregået i Laboratoriet for Computer Stokastik, Institut for
Matematiske Fag, Aarhus Universitet. Red.

Denne lidt komplicerede  formel anvendes ved bestemmelse af lokale
stereologiske skøn  over længde og overfladeareal. Udtrykt i fagsprog
drejer formlen sig om “en geometrisk dekomposition af Hausdorff
mål.”

Den generelle
Blaschke-Petkantschin -formel
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Eva B. Vedel Jensen er
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Computer Stokastik)
Institut for Matematiske Fag
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